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Введение
Устойчивые распределения представляют собой семейство распределений, име-
ющих достаточно широкий диапазон применений: в экономике, радиотехнике, фи-
зике, астрономии, гидрологии и других науках [1, 2]. Устойчивое распределение
полезно при моделировании многомерных данных, характеризующихся большой
изменчивостью.
В качестве определения этих законов используется свойство устойчивости [3]:
Определение 1. Случайный вектор 𝑌 = (𝑌1, 𝑌2, . . . , 𝑌𝑑) называется устойчи-
вым случайным вектором в 𝑅𝑑, если для любых чисел 𝐶1, 𝐶2 > 0 существует
𝐶 > 0 и вектор 𝐷 ∈ 𝑅𝑑 такие, что
𝐶1𝑌
(1) + 𝐶2𝑌
(2) 𝑑=𝐶𝑌 + 𝐷, (1)
где 𝑌 (1) и 𝑌 (2) – независимые копии 𝑌 .
Существует несколько форм параметризации характеристической функции
многомерного устойчивого распределения, например, аналог записи параметриза-
ции (A) характеристической функции устойчивого вектора 𝑌 ∼ 𝑆𝛼,𝑑(Γ, 𝜇0) имеет
следующий вид [3]:










1− 𝑖 tg 𝜋𝛼2 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑡, 𝜉), если 𝛼 ̸= 1,
1 + 𝑖 2𝜋 ln |(𝑡, 𝜉)|𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑡, 𝜉), если 𝛼 = 1,
где 𝑆𝑑−1 = {𝜉 : |𝜉| = 1} – единичная сфера в 𝑅𝑑; Γ(𝑑𝜉) – спектральная мера устой-
чивого случайного вектора 𝑌 ; (𝑡, 𝜉) = 𝑡1𝜉1 + . . . + 𝑡𝑑𝜉𝑑 – скалярное произведение
векторов; 𝜇0 ∈ 𝑅𝑑 – вектор сдвига.
Определение многомерного устойчивого распределения зависит не только от
значения характеристического показателя, но и от спектральной меры (функции
на единичной сфере). Спектральная мера может быть непрерывной, дискретной и





где 𝑤𝑙 >0 – это веса и 𝛿𝜉𝑙– точечная единичная масса в точках 𝜉𝑙 ∈ 𝑆𝑑−1.
Определение многомерного устойчивого распределения также можно дать на
основе обобщенной центральной предельной теоремы (далее – ЦПТ), которое бу-
дет являться аналогом определения семейства одномерных устойчивых распреде-
лений [4]:
Определение 2. Cемейством устойчивых распределений в 𝑅𝑑 или распределе-
нием Леви-Фельдгейма называется множество всевозможных слабых пределов
распределений последовательностей 𝑆𝑛 при 𝑛→∞, которые появляются в схеме
рассмотрения последовательности независимых и одинаково распределенных слу-
чайных величин 𝑋1, 𝑋2, . . . со значениями из 𝑑-мерного евклидова пространства
𝑅𝑑 с образованием последовательности сумм
𝑆𝑛 = 𝑏𝑛
−1(𝑋1 + . . . + 𝑋𝑛)− 𝑎𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . , (2)
нормированных некоторыми последовательностями положительных чисел
𝑏𝑛 = 𝑏𝑛
1/𝛼 и неслучайных элементов 𝑎𝑛 из 𝑅
𝑑.
1. Постановка задачи
Функция плотности вероятности 𝑑-мерного устойчивого случайного вектора не
представима в аналитическом виде. Поэтому для моделирования устойчивых слу-
чайных векторов будем применять обобщенную ЦПТ (2), где в качестве слагаемых
𝑋𝑗 будем использовать смесь распределений Парето, принадлежащих области при-
тяжения устойчивых законов. Следовательно, требуется подобрать такие значения
нормирующего и центрирующего параметров, чтобы характеристическая функция
суммы независимых одинаково распределенных случайных величин сходилась к
характеристической функции устойчивого распределения в форме (А).
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2. Моделирование устойчивых случайных векторов при 𝛼 ∈ (0, 1)
Характеристическая функция в форме (A) многомерного устойчивого вектора
с дискретной спектральной мерой имеет вид:









, 𝛼 ̸= 1, (3)
где 𝜉𝑙 ⊂ 𝑆𝑑−1, 𝑤𝑙 > 0 – веса.
Многомерную случайную величину, имеющую распределение Парето на выде-




𝑝𝑙𝑃𝑎𝑟𝑙, 𝑝1 + . . . + 𝑝𝐿 = 1, 𝑝𝑙 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑙 = 1, 𝐿.




|𝑥|𝛼+1 , 𝑥 ∈ |𝑥| · 𝜉𝑙, |𝑥| > 𝑟𝑙, 𝜉𝑙 ∈ 𝑆𝑑−1,
0, иначе.
(4)
По аналогии с [5] можно найти характеристическую функцию векторов 𝑃𝑎𝑟𝑙,
а затем вычислить асимптотическое представление характеристической функции













где остаточный член 𝑅𝑛(𝑡) = 𝑂(
1
𝑛 ).
По теореме 3.6.2 из [6] сходимость по распределению эквивалентна равномер-
ной сходимости характеристических функций на отрезке:
|f𝑆𝑛(𝑡)− f𝑌 (𝑡)| < 𝜀, 𝑡 ∈ 𝐷 = [−𝑡𝑚, 𝑡𝑚]. (6)
Размеры существенной области 𝐷 = {𝑡 : |𝑡| < 𝑡𝑚}, в которой сравниваются ха-
рактеристические функции, находятся из выражения, аналогичного (11) из [5]:
𝛾(1/𝛼, 2 min{𝑤𝑙} · 𝑡𝛼𝑡𝑚)
Γ(1/𝛼)
< 1− 𝜀𝑡𝑚 , (7)
где 𝛾(·, ·) – нижняя неполная гамма-функция, а параметр 𝜀𝑡𝑚 отвечает за уровень
энергии отброшенных высокочастотных составляющих функции плотности 𝑓𝑌 (𝑥).
Применяя неравенство (12) из [5], получим






































Для обеспечения равномерной сходимости характеристических функций устой-
чивого случайного вектора и суммы 𝑆𝑛 необходимо, чтобы каждый из модулей








































































Его необходимо использовать для подбора вектора сдвига 𝑎 ∈ 𝑅𝑑 при 𝛼 близких
к 1, аналогично тому, как это было сделано в одномерном случае.
Соответствующие веса 𝑤𝑙 связаны с параметрами распределения Парето сле-
дующим образом: 𝑤𝑙 = 𝑝𝑙𝑟
𝛼
𝑙 .
Как видно, параметр 𝑏 зависит от 𝑡 и параметров распределения Парето. Необ-
ходимо выбрать единственное значение 𝑏. С этой целью уравнение (8) можно раз-
решить методом простой итерации до достижения точности
𝑏 = {𝑏𝑘* : |𝑏𝑘* − 𝑏𝑘*−1| 6 𝜀𝑏}.
Затем из всех найденных 𝑏 находим такое, которое обеспечивает равномерную
сходимость последовательности характеристических функций (6) на конечной об-
ласти 𝐷





Рассмотрим моделирование устойчивых случайных векторов в пространстве
𝑅2. Задаем 𝐿 > 0 направлений спектральной меры, тогда 𝜉𝑙 = (cos𝜙𝑙, sin𝜙𝑙),
𝑙 = 1, 𝐿 – вектор на единичной окружности в 𝑅2, 𝜙𝑙 – угол между направлением 𝜉𝑙
и осью 𝑥. В области 𝐷 выбираем сетку значений следующим образом. Задаем чис-
ло 𝑀𝜂 > 0 направлений 𝜂𝑚 = (cos𝜓𝑚, sin𝜓𝑚, ),𝑚 = 1,𝑀𝜂 – вектор на единичной
окружности в 𝑅2. Тогда 𝑡𝑚,𝑗 = 𝜂𝑚 ·∆𝑡 · 𝑗, 𝑗 = 1,𝑀|𝑡|, где 𝑀|𝑡|– количество интер-
валов разбиения отрезка [0, 𝑡𝑚] в направлении 𝜂𝑚. Пример выбора направлений
дискретной спектральной меры и 𝑡 представлен на Рис. 1.
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Рис. 1: Направления спектральной меры и t
Можно убедиться, что описанная методика моделирования многомерных
устойчивых векторов применима также и для моделирования устойчивых слу-
чайных величин для одномерного случая.
На Рис. 2 представлен пример моделирования одномерного распределения для
𝛼 = 0.4, когда спектральная мера имеет два противоположных направления.













Рис. 2: Вид плотности распределения 𝑆𝑛 при 𝛼 = 0.4, 𝑛 = 10
4, 𝐾 = 104, 𝑝1 = 0.5,
𝑝2 = 0.5, 𝑟1 = 𝑟2 = 1, 𝜙1 = 0, 𝜙2 = 𝜋
Для проверки корректности моделирования на Рис. 2 также размещен график
плотности теоретической функции плотности одномерного устойчивого распреде-
ления.





































Рис. 3: a) Вид плотности распределения 𝑆𝑛 при 𝑛 = 10
3, 𝐾 = 104, 𝛼 = 0.8, 𝑝𝑙 = 1/4,
𝑙 = 1, 4, b) точечное распределение, с) линии уровня




































Рис. 4: a) Вид плотности распределения 𝑆𝑛 при 𝑛 = 10
3, 𝐾 = 104, 𝛼 = 0.6,
𝑝1 = 70, 𝑝2 = 30, 𝜙1 = 10
∘, 𝜙2 = 70∘, b) распределение точек массы, с) линии уровня
Примеры работы датчика моделирования устойчивого случайного вектора с
различным числом направлений дискретной спектральной меры при различных
значениях 𝛼 и весах 𝑝 продемонстрированы на Рис. 5–7.
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Рис. 5: a) Вид плотности распределения 𝑋𝑗 при 𝑛 = 10
3, 𝐾 = 104, 𝛼 = 0.5, 𝑝1 = 0.5,











































Рис. 6: a) Вид плотности распределения 𝑋𝑗 при 𝑛 = 10
3, 𝐾 = 104, 𝛼 = 0.5, 𝑝𝑙 = 0.25,
𝑙 = 1, 4, 𝜙1 = 0, 𝜙2 =
𝜋
4
, 𝜙3 = 𝜋, 𝜙2 =
5𝜋
4








































Рис. 7: a) Вид плотности распределения 𝑋𝑗 при 𝑛 = 10
3, 𝐾 = 104, 𝛼 = 0.7,













, b) точечное распределение, с) линии уровня
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3. Моделирование устойчивых случайных векторов при 𝛼 ∈ (1, 2)





где математическое ожидание вычисляется по формуле:
𝑀𝑃𝑎𝑟𝑙 =
𝛼𝑟𝑙
𝛼− 1𝜉𝑙, 𝜉𝑙 ∈ 𝑆
𝑑−1.














где остаточный член имеет порядок 𝑅𝑛(𝑡) = 𝑂(
1
𝑛 ).
Действуя аналогичным образом, как было описано выше, получено выражение















𝛼− 1 . (10)
Для демонстрации работы алгоритма выберем пространство 𝑅2. Проверим
работу алгоритма на примере моделирования одномерного распределения для
𝛼 = 1.2 и вероятностях 𝑝1 = 0.8 и 𝑝1 = 0.2. В этом случае спектральная мера




















Рис. 8: Вид плотности распределения 𝑆𝑛 при 𝛼 = 1.2, 𝑛 = 10
4, 𝐾 = 104,
𝑝1 = 0.8, 𝑝2 = 0.2, 𝑟1 = 𝑟2 = 1, 𝜙1 = 0, 𝜙2 = 𝜋
О МОДЕЛИРОВАНИИ УСТОЙЧИВЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕКТОРОВ... 41
Для проверки корректности моделирования на Рис. 8 также размещен график
плотности теоретической функции плотности одномерного устойчивого распреде-
ления с 𝛽𝐴 = 𝑝1 − 𝑝2 = 0.6.
Рассмотрим моделирование симметричного устойчивого вектора для 𝛼 = 1.9 и





































Рис. 9: a) Вид плотности распределения 𝑆𝑛 при 𝛼 = 1.9, 𝑛 = 10
3, 𝐾 = 104,
𝑝𝑙 = 1/6, 𝜙𝑙 = 𝑙𝜋/3, 𝑙 = 1, 6, b) точечное распределение, с) линии уровня
Покажем результаты моделирования устойчивого вектора для различных зна-

































Рис. 10: a) Вид плотности распределения 𝑆𝑛 при 𝛼 = 1.4, 𝑛 = 10
3, 𝐾 = 104,
𝜙1 = 50










































Рис. 11: a) Вид плотности распределения 𝑆𝑛 при 𝛼 = 1.6, 𝑛 = 10
3, 𝐾 = 104,




































Рис. 12: a) Вид плотности распределения 𝑆𝑛 при 𝛼 = 1.3, 𝑛 = 10
3, 𝐾 = 104,
𝜙1 = 40
∘, 𝜙2 = 160∘, 𝜙3 = 300∘, 𝑝1 = 0.3, 𝑝2 = 0.2, 𝑝3 = 0.5, b) точечное распределение,
с) линии уровня
Заключение
Предложен подход к моделированию многомерного устойчивого распределе-
ния. Приведенные иллюстрации доказывают возможность моделирования много-
мерного устойчивого распределения с помощью датчика, основанного на приме-
нении обобщенной ЦПТ. Получены выражения для параметров, необходимых для
генерации устойчивого случайного вектора при значениях характеристического
показателя 𝛼 ∈ (0, 1) ∪ (1, 2) для случая дискретной спектральной меры.
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